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Resumo: Este trabalho apresenta uma analise da resposta ao degrau unitario em circuitos
RC de primeira ordem, empregando técnicas de transformadas de Laplace para modelagem
matematica e simulagdo computacional para validacao dos resultados tedricos. O estudo
utiliza ferramentas de programagéo em Python, especificamente as bibliotecas SymPy para
manipulagédo simbdlica e SciPy para analise numérica de sistemas lineares. Os resultados
demonstram que a resposta transitéria do sistema RC apresenta comportamento
exponencial caracteristico de sistemas de primeira ordem, com constante de tempo 1 = RC,
atingindo aproximadamente 63% do valor final em t = 1. A metodologia proposta oferece uma
abordagem integrada entre analise tedrica e simulagdo computacional, proporcionando uma
ferramenta para o ensino e analise de sistemas dinédmicos lineares. Os resultados obtidos
confirmam a validade da modelagem matematica através da transformada de Laplace e
evidenciam a importancia da analise temporal na caracterizagao de sistemas de controle de
primeira ordem.

Palavras-chave: Sistemas RC. Transformada de Laplace. Resposta ao degrau. Sistemas
de primeira ordem. Analise temporal.
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INTRODUGAO

Os sistemas RC (resistor-capacitor) constituem elementos fundamentais na analise de
circuitos elétricos e sistemas de controle, representando uma classe importante de sistemas
lineares de primeira ordem. O estudo da resposta transitoria destes sistemas é essencial
para compreender o comportamento dinamico de diversos dispositivos eletrénicos e
sistemas de controle automatico (Ogata, 2009). A analise da resposta ao degrau unitario
fornece informacdes vitais sobre as caracteristicas temporais do sistema, incluindo tempo
de resposta, tempo de estabelecimento e comportamento em regime permanente (Franklin
et al., 2019).

A transformada de Laplace emerge como ferramenta matematica fundamental para analise
de sistemas lineares invariantes no tempo, permitindo a converséo de equagdes diferenciais
ordinarias no dominio do tempo para equagdes algébricas no dominio da frequéncia
complexa (Kuo, 2017). Esta transformacao facilita significativamente a resolugdo de
problemas envolvendo sistemas dindmicos, especialmente quando se considera condicoes

iniciais e fungdes de entrada especificas como o degrau unitario (Nise, 2019).

O desenvolvimento de ferramentas computacionais modernas, particularmente linguagens
de programag&do como Python com suas bibliotecas especializadas, revolucionou a forma
como engenheiros e pesquisadores abordam problemas de analise de sistemas. A biblioteca
SymPy permite manipulagdo simbdlica avangada, incluindo calculo de transformadas de
Laplace e suas inversas, enquanto a SciPy oferece algoritmos numéricos robustos para
simulacao de sistemas dinamicos (Johansson et al., 2017). Esta combinagao de ferramentas
proporciona um ambiente integrado para analise tedrica e validagdo experimental de

modelos matematicos.

A motivagao para este estudo reside na necessidade de estabelecer uma metodologia
sistematica que combine rigor matematico com eficiéncia computacional na analise de
sistemas RC. Dorf e Bishop (2016) destacam a importancia da analise temporal na
caracterizagdo de sistemas de controle, enfatizando que a resposta ao degrau revela
informagdes essenciais sobre estabilidade, velocidade de resposta e precisdo em regime

permanente. Adicionalmente, Chen (2013) argumenta que a integracdo de ferramentas
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computacionais no processo de analise permite validacido mais rapida de modelos tedricos
e facilita a exploracao de diferentes cenarios operacionais.

O circuito RC de primeira ordem representa um modelo fundamental que aparece em
diversas aplicacbes praticas, desde filtros eletrdnicos até sistemas de controle de
temperatura (Boylestad, 2015). A constante de tempo 1 = RC determina a velocidade de
resposta do sistema, sendo um parametro critico no projeto de sistemas que requerem
caracteristicas temporais especificas. Phillips e Parr (2013) demonstram que a compreensao
profunda do comportamento transitério de sistemas RC € essencial para o desenvolvimento

de controladores eficazes em aplicagdes industriais.

A literatura técnica apresenta diversos métodos para analise de sistemas RC, desde
abordagens puramente analiticas até técnicas de simulagdo avangadas. Close e Frederick
(2001) propdem métodos classicos baseados em equagdes diferenciais, enquanto Palm Il
(2009) enfatiza o uso de transformadas de Laplace para simplificar a analise. Mais
recentemente, Seborg et al. (2016) destacam a importancia da integragcéo entre modelagem
matematica e simulacdo computacional para validacdo de modelos e otimizacdo de

parametros.

Este trabalho objetiva contribuir para o corpo de conhecimento existente através da
proposi¢cdo de uma metodologia integrada que combina analise simbdlica via transformadas
de Laplace com simulagdo numeérica para caracterizagao completa da resposta ao degrau
em sistemas RC. A abordagem proposta visa ndo apenas validar os resultados tedéricos, mas
também demonstrar a eficacia das ferramentas computacionais modernas na resolucéo de

problemas de engenharia.

METODOS

O sistema RC analisado consiste em um resistor de 1 Q conectado em série com um
capacitor de 1 F, resultando em uma constante de tempo 1 = RC = 1 segundo. A escolha
destes valores unitarios simplifica a analise matematica sem comprometer a generalidade

dos resultados obtidos.
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O desenvolvimento tedrico inicia-se com a formulagdo da equacéo diferencial que governa
o comportamento do circuito RC. Aplicando a lei de Kirchhoff para tensdes no circuito, obtém-
se a relagao fundamental que descreve a dindmica do sistema. A transformada de Laplace
€ entdo aplicada a equacao diferencial, considerando condi¢des iniciais nulas e entrada
degrau unitario u(t), resultando na funcédo de transferéncia do sistema no dominio da

frequéncia complexa.

A implementagdo computacional utiliza a biblioteca SymPy para manipulagédo simbdlica das
expressdes matematicas, permitindo o calculo exato da transformada de Laplace e sua
inversa. Os simbolos matematicos s e t sdo definidos para representar a variavel complexa
de Laplace e o tempo, respectivamente. A fungdo de entrada X(s) = 1/s corresponde a
transformada de Laplace do degrau unitario, enquanto Y(s) representa a transformada da

resposta do sistema.

A resolucdo da equacéo algébrica no dominio de Laplace é realizada utilizando a fungéo
solve() do SymPy, que determina analiticamente a expressao de Y(s). Subsequentemente,
a transformada inversa de Laplace é calculada para obter a resposta temporal y(t) do
sistema. Esta abordagem simbdlica garante precisdo matematica e permite a obtencéo de

expressodes analiticas exatas.

Para validagédo dos resultados tedricos, emprega-se a biblioteca SciPy, especificamente o
modulo signal, para simulagdo numeérica da resposta ao degrau. A fung¢ao de transferéncia
H(s) = 1/(RCs + 1) é implementada utilizando a classe Iti (Linear Time Invariant), que aceita
os coeficientes do numerador e denominador como paréametros de entrada. A fungéo step()
calcula numericamente a resposta ao degrau do sistema, fornecendo vetores de tempo e

amplitude correspondentes.

A visualizagao dos resultados é realizada através da biblioteca Matplotlib, que gera graficos
de alta qualidade adequados para publicacao cientifica. O grafico resultante apresenta a
evolugdo temporal da resposta y(t), permitindo analise visual das caracteristicas dinamicas
do sistema, incluindo tempo de subida, tempo de estabelecimento e valor final em regime

permanente.
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A metodologia de validagdo consiste ha comparagéo entre os resultados analiticos obtidos
via transformada de Laplace e os resultados numéricos da simulagdo computacional. Esta
comparagao dual assegura a corregdo dos calculos tedricos e valida a implementagao

computacional, proporcionando confianga nos resultados apresentados.

O cédigo-fonte esta disponivel para download através do link: https://github.com/vitor-souza-

ime/laplace.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise matematica do sistema RC utilizando transformadas de Laplace resultou na funcao
de transferéncia H(s) = 1/(s + 1), considerando os valores unitarios de resisténcia e

capacitancia adotados. A resposta ao degrau unitario no dominio do tempo foi determinada

analiticamente como y(t) = 1 - e, representando a solugdo da equacdo diferencial que
governa o comportamento do circuito. A Figura 1 apresenta o grafico da resposta ao degrau
com a curva caracteristica exponencial tipica de sistemas de primeira ordem, iniciando em
zero no instante t = 0 e aproximando-se assintoticamente do valor unitario conforme t - «.

Figura 1 - Resposta degrau


https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
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Resposta ao Degrau de um Sistema RC (12 Ordem)
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Fonte: O autor.

A anadlise quantitativa dos resultados revela que o sistema atinge aproximadamente 63,2%
do valor final no instante t = 1 = 1 segundo, confirmando a defini¢do classica da constante
de tempo para sistemas de primeira ordem. Este comportamento &€ consistente com os
fundamentos tedricos apresentados por Ogata (2009) e corrobora as previsbes matematicas
derivadas da transformada de Laplace. Aos 2 segundos, o sistema alcanga cerca de 86,5%
do valor final, enquanto aos 3 segundos atinge aproximadamente 95%, demonstrando que

o sistema esta essencialmente em regime permanente apos aproximadamente 3T.

A forma da curva de resposta obtida através da simulagcdo apresenta as caracteristicas
esperadas para sistemas subamortecidos de primeira ordem, sem overshoot ou oscilagdes,
indicando comportamento estavel e monoténico. A auséncia de pélos complexos na fungao
de transferéncia H(s) = 1/(s + 1) explica este comportamento, uma vez que o unico poélo
localizado em s = -1 no plano complexo garante resposta puramente exponencial

decrescente no dominio do tempo.

Do ponto de vista computacional, a implementagao utilizando Python e suas bibliotecas
especializadas demonstrou-se eficiente, permitindo execucgao rapida dos calculos simbdlicos

e geragao de resultados precisos. A biblioteca SymPy processou as transformadas de
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Laplace em tempo computacional desprezivel, enquanto a SciPy forneceu resultados
precisdo em poucos milissegundos de processamento.

CONCLUSOES

Os resultados obtidos confirmaram que a resposta ao degrau unitario do sistema RC
apresenta comportamento exponencial caracteristico, com constante de tempo 1= RC =1
segundo, atingindo 63,2% do valor final no instante t = 1. A validagdo cruzada entre
resultados analiticos e simulacdo numérica comprovou a corregdo da modelagem
matematica e da implementagdo computacional, estabelecendo confianga na metodologia

desenvolvida.

Do ponto de vista pratico, a metodologia proposta oferece uma ferramenta para analise e
projeto de sistemas de controle, permitindo rapida avaliagao de caracteristicas temporais e
otimizagdo de parametros. A integracdo entre analise simbdlica e simulagcdo numérica
proporciona versatilidade na abordagem de problemas complexos, mantendo rigor

matematico e eficiéncia computacional.

Os resultados deste estudo contribuem para o avango do conhecimento em analise de
sistemas dinamicos, oferecendo uma metodologia sistematica que pode ser estendida para
sistemas de ordem superior e configuragdes mais complexas. A abordagem desenvolvida
tem potencial para aplicagdo em contextos educacionais e de pesquisa, facilitando a

compreensao de conceitos fundamentais em teoria de sistemas e controle.

Trabalhos futuros podem explorar a extensdo desta metodologia para analise de sistemas
de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO) e investigacdo de efeitos de n&o-
linearidades. Adicionalmente, a incorporacdo de técnicas de otimizagdo para projeto
automatico de controladores representa uma direcdo promissora para desenvolvimento

futuro.
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