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Resumo: Este trabalho apresenta uma analise computacional da aplicagdo do Teorema de
Dirac para identificacdo de ciclos hamiltonianos em diferentes classes de grafos. O estudo
utilizou implementagcdes em Python com a biblioteca NetworkX para examinar as
propriedades estruturais de grafos completos e grafos bipartidos, verificando as condi¢oes
estabelecidas pelo teorema proposto por Gabriel Andrew Dirac em 1952. Os resultados
demonstraram que grafos completos Ke satisfazem consistentemente as condigdes do
teorema (& = n/2), garantindo a existéncia de ciclos hamiltonianos, enquanto grafos
bipartidos completos Ka4,5 ndo satisfazem tais condicbes devido as suas propriedades
estruturais inerentes. A metodologia empregada permitiu uma visualizagdo das diferengas
topoldgicas entre as duas classes de grafos e confirmou computacionalmente as previsdes
tedricas. Os achados contribuem para o entendimento da aplicabilidade do Teorema de
Dirac e suas limitagdes em diferentes estruturas de grafos, fornecendo insights valiosos para

problemas de otimizagdo em redes e teoria dos grafos aplicada.
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INTRODUGAO

A teoria dos grafos constitui um dos pilares fundamentais da matematica discreta e encontra
aplicagdes extensivas em ciéncia da computacao, otimizagdo combinatéria e analise de
redes complexas. Entre os problemas classicos nesta area, a identificagdo de ciclos
hamiltonianos representa um desafio computacional de particular relevancia, com
implicagbes diretas em problemas do mundo real como roteamento de veiculos,
planejamento de circuitos e analise de redes sociais (Bondy e Murty, 2008). Um ciclo
hamiltoniano é definido como um ciclo que visita cada vértice de um grafo exatamente uma
vez, retornando ao vértice inicial, constituindo assim uma estrutura fundamental para

compreender a conectividade global de redes.

O problema de determinar a existéncia de ciclos hamiltonianos em grafos arbitrarios é
conhecido por sua complexidade computacional, classificado como NP-completo, o que
significa que nao existe algoritmo polinomial conhecido para sua solugdo geral (Garey e
Johnson, 1979). Esta caracteristica motivou o desenvolvimento de condi¢des suficientes que
garantem a existéncia de tais ciclos em classes especificas de grafos, evitando assim a
necessidade de busca exaustiva.

Entre as contribuicdes mais significativas neste contexto, destaca-se o Teorema de Dirac,
proposto por Gabriel Andrew Dirac em 1952, que estabelece uma condi¢ao suficiente e
computacionalmente eficiente para garantir a existéncia de ciclos hamiltonianos. O teorema
afirma que se todo vértice de um grafo com n = 3 vértices possui grau pelo menos n/2, entao
o grafo contém um ciclo hamiltoniano (Dirac, 1952). Esta condicdo, embora nao seja

necessaria, fornece um critério pratico e verificavel em tempo polinomial.

A relevancia do Teorema de Dirac estende-se além de seu interesse tedérico, encontrando
aplicagdes praticas em diversas areas da ciéncia da computacdo e engenharia. Problemas
de roteamento em redes de telecomunicagdes frequentemente se beneficiam de estruturas

hamiltonianas para garantir cobertura completa com eficiéncia 6tima (West, 2001).
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Similarmente, em problemas de escalonamento e alocagao de recursos, a identificacdo de

ciclos hamiltonianos pode otimizar significativamente o desempenho do sistema.

O desenvolvimento de ferramentas computacionais modernas, particularmente bibliotecas
especializadas como NetworkX em Python, democratizou o acesso a implementagdes
eficientes de algoritmos de teoria dos grafos, permitindo analises detalhadas de
propriedades estruturais complexas (Hagberg et al., 2008). Esta evolugédo tecnoldgica
possibilita investigagdes computacionais que complementam e validam resultados tedéricos

estabelecidos.

O presente estudo visa contribuir para a compreenséao pratica da aplicabilidade do Teorema
de Dirac através de analise computacional sistematica de diferentes classes de grafos.
Especificamente, é investigado o comportamento do teorema em grafos completos e grafos
bipartidos completos, duas estruturas fundamentais que apresentam propriedades
topologicas contrastantes. A escolha destas classes de grafos € motivada por suas

propriedades bem definidas e sua relevancia em aplicacdes praticas.

Grafos completos representam estruturas de conectividade maxima, onde cada par de
vértices distintos € conectado por uma aresta. Esta propriedade os torna candidatos naturais
para satisfazer as condi¢oes do Teorema de Dirac, uma vez que o grau de cada vértice € n-
1, claramente superior ao limiar n/2 para n =2 3 (Diestel, 2017). Por outro lado, grafos
bipartidos completos apresentam estrutura fundamentalmente diferente, com vértices
particionados em dois conjuntos independentes, criando restricdes topoldgicas que podem
influenciar a aplicabilidade do teorema.

METODOS

O desenvolvimento metodolégico deste estudo baseou-se em analise computacional

sistematica utilizando Python como linguagem de programacgéao principal, aproveitando as
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capacidades da biblioteca NetworkX para manipulagédo e analise de grafos (Platt, 2019). A
escolha desta ferramenta justifica-se por sua robustez matematica e extensa documentacao
de algoritmos classicos de teoria dos grafos. A implementagdo computacional iniciou-se com
o desenvolvimento de uma funcgao especifica para verificagdo das condi¢cdes do Teorema de
Dirac. Esta func&o, denominada aplica_dirac(), recebe como entrada um grafo G
representado através da estrutura de dados padrao do NetworkX e retorna trés valores
fundamentais: um valor booleano indicando se o grafo satisfaz as condi¢des do teorema, o
numero total de vértices (n) e o grau minimo (d) do grafo. A verificagdo da condigao & = n/2
€ implementada através do calculo do grau minimo utilizando operagdes otimizadas sobre

dicionarios Python.

Para analise estrutural sistematica, foram selecionadas duas classes fundamentais de grafos
com propriedades topologicas contrastantes. A primeira classe consiste em grafos
completos, especificamente Kg, construido utilizando a fungdo nx.complete _graph() com
parametro n=6. Esta escolha permite analise de uma estrutura com conectividade maxima,
onde cada vértice conecta-se a todos os demais, resultando em grau uniforme de n-1 para
todos os vértices. A segunda classe investigada compreende grafos bipartidos completos,
especificamente K,,s, implementado através da fungdo nx.complete_bipartite_graph() com
parametros m=4 e n=5. Esta estrutura apresenta particdo dos vértices em dois conjuntos
independentes de cardinalidades distintas, criando padrbées de conectividade
fundamentalmente diferentes dos grafos completos.

A visualizagdo dos grafos foi implementada utilizando matplotlib.pyplot em conjunto com
algoritmos de layout do NetworkX. Especificamente, empregou-se o algoritmo spring_layout
com semente fixa (seed=42) para garantir reprodutibilidade das visualiza¢des. Esta escolha
metodoldgica assegura posicionamentos consistentes dos vértices, facilitando comparagdes

visuais entre diferentes execugbes do algoritmo. A fungdo draw_graph_subplot() foi
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desenvolvida para padronizar a representagéo visual dos grafos, incorporando elementos
informativos essenciais como numero de vértices, grau minimo e status de satisfacdo das
condigdes de Dirac. A parametrizagao visual inclui nés de coloragédo azul claro (skyblue),

arestas em cinza, e tamanho de fonte otimizado para legibilidade.

O codigo-fonte desta pesquisa esta disponivel para download através do link:

https://qgithub.com/vitor-souza-ime/dirac.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise computacional dos grafos selecionados produziu resultados que confirmam as
previsbes teoricas estabelecidas pelo Teorema de Dirac, revelando comportamentos
estruturais distintos entre grafos completos e bipartidos completos. Para o grafo completo
Ke, 0s resultados computacionais confirmaram que todos os seis vértices possuem grau 5,
resultando em grau minimo & = 5. Aplicando-se a condi¢do do Teorema de Dirac, verificamos
que & = 5 =2 n/2 = 3, satisfazendo assim plenamente os requisitos estabelecidos pelo
teorema. Este resultado era teoricamente esperado, uma vez que em grafos completos K,
cada vértice conecta-se a todos os n-1 vértices restantes, e para n = 3, sempre temos n-1 2
n/2, garantindo que a condigéo de Dirac seja satisfeita (Chartrand et al., 2010). Em contraste,
a analise do grafo bipartido completo Kai,s revelou comportamento estrutural
fundamentalmente diferente. Os resultados computacionais mostraram que os quatro
vértices da primeira particido possuem grau 5, enquanto os cinco vértices da segunda
particdo possuem grau 4, resultando em grau minimo & = 4. Com n = 9 vértices totais, a
condigao de Dirac requer d 2 n/2 = 4.5, que n&o é satisfeita pelo grau minimo observado de

4. A Figura 1 apresenta ambos os resultados.


https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
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Figura 1 - Resultado do experimento

Grafo completo K_6 Grafo bipartido K_{4.,5}
(n=6, 6=5) - Satisfaz Dirac - Hamiltoniano (n=9, 6=4) - Nao satisfaz Dirac
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Fonte: O autor.

Este resultado ilustra uma limitacdo importante do Teorema de Dirac quando aplicado a
grafos bipartidos. A estrutura bipartida impde restricdes fundamentais na distribuicdo de
graus, uma vez que vértices de uma particdo s6 podem conectar-se a vértices da particao
oposta. Esta restricao topoldgica frequentemente impede que grafos bipartidos satisfagam

as condi¢des do teorema, mesmo quando contém ciclos hamiltonianos (Lovasz, 1993).

E fundamental observar que a néo satisfagdo das condigdes do Teorema de Dirac pelo grafo
K4,5 n&o implica necessariamente auséncia de ciclos hamiltonianos. O teorema estabelece
condigbes suficientes, mas nao necessarias, para hamiltonicidade. De fato, o grafo Kg,s
possui ciclos hamiltonianos, demonstrando que existem grafos hamiltonianos que nao

satisfazem as condi¢bes de Dirac (Ore, 1960).

A analise dos resultados também revela insights sobre a aplicabilidade pratica do Teorema
de Dirac em diferentes contextos. Para grafos completos, o teorema oferece garantia de
hamiltonicidade sem necessidade de verificagdo algoritmica custosa. Esta propriedade é
particularmente valiosa em aplicagbes onde grafos completos modelam redes totalmente

conectadas, como sistemas de comunicagao redundantes ou topologias de redes mesh.
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Para grafos bipartidos, os resultados sugerem que o Teorema de Dirac possui limitagdes
inerentes devido a estrutura de particdo. Esta observacdo tem implicagdes praticas em
aplicagbes onde grafos bipartidos modelam relagdes entre conjuntos distintos, como
sistemas de recomendacdo, redes de colaboracdo académica ou mercados de
correspondéncia (Matching markets). Nestes contextos, a identificagdo de ciclos

hamiltonianos requer técnicas alternativas que considerem a estrutura bipartida especifica.

A implementacao computacional demonstrou a eficiéncia dos algoritmos de verificagdo das
condigdes de Dirac. O calculo do grau minimo possui complexidade temporal O(n), tornando
a verificacdo das condigbes de Dirac mais eficiente que algoritmos de busca exaustiva para
ciclos hamiltonianos, que possuem complexidade exponencial no caso geral (Karp, 1972).

Os resultados obtidos também permitem discussédo sobre extensbées e generalizagbes do
Teorema de Dirac. Trabalhos subsequentes ao teorema original estabeleceram condigdes
alternativas, como o Teorema de Ore, que oferece critérios menos restritivos baseados na
soma dos graus de vértices ndo adjacentes (Ore, 1960). A comparagao entre diferentes
critérios de hamiltonicidade representa area ativa de pesquisa, com implicacdes praticas em

algoritmos de aproximacgao para problemas NP-dificeis.

CONCLUSOES

A investigagao computacional conduzida neste trabalho proporcionou validagéo do Teorema
de Dirac e suas implicagdes para diferentes classes de grafos. Os resultados confirmaram
que grafos completos, exemplificados pelo K¢ analisado, satisfazem as condigdes
estabelecidas pelo teorema, com graus minimos que excedem o limiar necessario de n/2.
Esta caracteristica posiciona grafos completos como estruturas ideais para aplicagdes que
demandam garantias de hamiltonicidade.

As implicacdes deste estudo estendem-se a diversas areas de aplicacdo onde problemas de
hamiltonicidade emergem naturalmente. Em sistemas de roteamento e logistica, a
identificacdo rapida de estruturas que satisfazem as condigcdes de Dirac pode orientar
decisdes de design de rede e otimizagéo de rotas. Em analise de redes sociais e bioldgicas,
a compreensao de quando estruturas garantem conectividade hamiltoniana informa modelos

de propagacao e difusao.
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Trabalhos futuros podem explorar extensdes desta metodologia para classes adicionais de
grafos, incluindo grafos regulares, grafos planares e estruturas de rede do mundo real. A
incorporagao de métricas adicionais de conectividade e a comparagcdo com outros critérios
de hamiltonicidade, como os teoremas de Ore e Chvatal, constituem direcdes promissoras

de investigagéo.
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