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Resumo: A teoria dos grafos constitui um ramo fundamental da matematica discreta com
amplas aplicagdes em ciéncia da computagdo, engenharia e outras areas. Este trabalho
apresenta uma analise computacional da condigdo de Ore para a existéncia de ciclos
hamiltonianos em grafos. O teorema de Ore, proposto em 1960, estabelece uma condigao
suficiente para garantir a existéncia de um ciclo hamiltoniano em um grafo. Através de
simulagées computacionais utilizando a linguagem Python e as bibliotecas NetworkX e
Matplotlib, foi desenvolvido um algoritmo que gera grafos aleatérios satisfazendo a condigao
de Ore e verifica empiricamente a presenca de ciclos hamiltonianos. Os resultados obtidos
demonstram a eficacia do teorema de Ore como critério suficiente para a hamiltonicidade,
evidenciando que todos os grafos gerados que satisfazem a condigdo apresentaram ciclos
hamiltonianos verificaveis. A metodologia empregada combina geragédo probabilistica de
grafos com busca exaustiva por permutacdes, oferecendo uma abordagem pratica para o
estudo desta importante propriedade estrutural em grafos. As implicagdes deste estudo
estendem-se a problemas de otimizagdo em redes, design de circuitos e analise de sistemas
complexos.
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INTRODUGAO

A teoria dos grafos, estabelecida como disciplina matematica no século XVIII através dos
trabalhos pioneiros de Leonhard Euler, tem experimentado um crescimento exponencial em
relevancia e aplicagbes nas ultimas décadas (Bondy; Murty, 2008). Um dos problemas
centrais nesta area é a determinagdo da existéncia de ciclos hamiltonianos em grafos,
questao que permanece como um dos desafios mais significativos da matematica discreta e

ciéncia da computacao teodrica.

Um ciclo hamiltoniano em um grafo é definido como um ciclo que visita cada vértice
exatamente uma vez, retornando ao vértice inicial. Este conceito, nomeado em homenagem
ao matematico irlandés William Rowan Hamilton, surgiu no contexto do famoso problema do
dodecaedro proposto por Hamilton em 1857 (Dirac, 1952). A importancia dos ciclos
hamiltonianos transcende o interesse puramente tedrico, encontrando aplicagdes em
diversas areas como otimizagao de rotas, design de circuitos integrados, sequenciamento

de DNA e andlise de redes sociais (Korte; Vygen, 2018).

O problema de determinar se um grafo arbitrario possui um ciclo hamiltoniano é conhecido
por ser NP-completo, conforme demonstrado por Karp em 1972 (Karp, 1972). Esta
classificagao implica que nao existe, até o presente momento, um algoritmo polinomial que
resolva o problema em sua forma geral. Consequentemente, a comunidade cientifica tem
direcionado esforgcos consideraveis para o desenvolvimento de condi¢des suficientes que
garantam a existéncia de ciclos hamiltonianos, mesmo que estas condi¢des nao sejam

necessarias.

Dentre as diversas condi¢oes suficientes propostas na literatura, destaca-se o teorema de
Ore, formulado por Qystein Ore em 1960. Este teorema estabelece que um grafo G com n =
3 vértices possui um ciclo hamiltoniano se, para todo par de vértices nao adjacentes u e v,

a soma dos graus desses vértices € pelo menos n (Ore, 1960). Formalmente, se deg(u) +
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deg(v) = n para todos os pares de vértices ndo adjacentes u e v, entdo G possui um ciclo

hamiltoniano.

A condicdo de Ore representa um refinamento significativo de resultados anteriores,
particularmente do teorema de Dirac, proposto em 1952, que requer que todos os vértices
tenham grau pelo menos n/2 (Dirac, 1952). Enquanto a condi¢ao de Dirac é mais restritiva,
aplicando-se a todos os vértices individualmente, a condicdo de Ore oferece maior
flexibilidade ao considerar pares de vértices ndo adjacentes, permitindo que alguns vértices
tenham grau menor, desde que compensado pelo grau de vértices ndo adjacentes a eles.

Este trabalho tem como objetivo principal investigar a eficacia da condigao de Ore atraves
de simulagbes computacionais. Especificamente, propde-se o0 desenvolvimento de
algoritmos para: (i) gerar grafos aleatérios que satisfagam a condicdo de Ore; (ii) verificar
computacionalmente a presenga de ciclos hamiltonianos nestes grafos; e (iii) analisar
estatisticamente a correlacdo entre o cumprimento da condicdo de Ore e a existéncia de

ciclos hamiltonianos.

A motivagao para este estudo reside na necessidade de compreender melhor as implicagdes
praticas dos teoremas classicos da teoria dos grafos em contextos computacionais. Além
disso, a analise experimental pode revelar padrées e propriedades adicionais que
complementem os resultados tedricos estabelecidos, contribuindo para o avango do

conhecimento na area.

METODOS

A metodologia adotada neste trabalho fundamenta-se inicialmente no teorema de Ore, que
estabelece que, em um grafo G = (V, E) com n >= 3 vértices, se para todo par de vértices
nao adjacentes u, v € V tem-se deg(u) + deg(v) >= n, entdo o grafo possui um ciclo
hamiltoniano (Ore, 1960). A demonstracao original apresentada por Ore utiliza técnicas de

contagem e propriedades estruturais dos grafos, mostrando que sob tais condigbes € sempre
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possivel construir um caminho hamiltoniano que pode ser estendido a um ciclo (Chartrand;
Lesniak, 2005). Esse resultado constitui um marco tedrico importante no estudo da

hamiltonicidade de grafos.

Para a implementagdo computacional foi utilizada a linguagem Python, versdo 3.13 ou
superior, em conjunto com bibliotecas especificas. A biblioteca NetworkX (versao 2.8) foi
empregada para a criagdo, manipulagao e estudo de grafos, enquanto a Matplotlib (versao
3.5) foi utilizada para visualizagdo de dados cientificos. Além disso, recorreu-se ao modulo
nativo Random para a geragédo de numeros pseudoaleatorios.

O algoritmo desenvolvido para a verificagao da condigao de Ore percorre todos os pares de
vértices ndo adjacentes e verifica se a soma de seus graus satisfaz o critério estabelecido.
Esse procedimento possui complexidade temporal O(n?), onde n corresponde ao numero de
vértices do grafo.

Na identificagao de ciclos hamiltonianos, foi implementado um algoritmo de busca exaustiva
baseado na geracédo de todas as permutagdes possiveis dos vértices. Embora apresente
complexidade O(n!), a abordagem garante a identificagdo dos ciclos quando existentes,
sendo adequada para grafos de tamanho moderado (Garey; Johnson, 1979). O método fixa
um vértice inicial e, a partir dele, gera todas as permutacées dos vértices restantes,
verificando em cada sequéncia se ha arestas conectando vértices consecutivos, de modo a

confirmar a existéncia de um ciclo valido.

A geracao dos grafos aleatdrios foi realizada por meio do modelo de Erdés-Rényi, no qual
cada aresta possivel entre dois vértices € incluida com probabilidade p, independentemente
das demais (Erdés; Rényi, 1960). Apds ajustes, adotou-se p = 0.75, valor que resultou em
uma densidade de arestas adequada para satisfazer a condicdo de Ore em um numero
significativo de tentativas. O processo de geragao prossegue até que seja encontrado um
grafo que atenda simultaneamente aos seguintes critérios: satisfazer a condigao de Ore, ndo

ser um grafo completo e possuir quantidade suficiente de arestas para analise significativa.
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Por fim, a visualizagdo e analise dos grafos foram realizadas com auxilio dos algoritmos de
layout da biblioteca NetworkX, em especial o spring_layout, que posiciona os vértices
buscando minimizar o cruzamento de arestas (Fruchterman; Reingold, 1991). Os ciclos
hamiltonianos identificados foram destacados graficamente por meio do aumento da
espessura das arestas que os compdem, permitindo uma representacdo visual clara e

informativa.

O cédigo-fonte esta disponivel para download através do link: https://github.com/vitor-souza-

ime/ore.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise da distribuicdo de graus nos grafos gerados revelou padrdes consistentes com as
expectativas tedricas do teorema. Os vértices apresentaram graus relativamente altos,
variando tipicamente entre 5 e 7 em grafos de 8 vértices. Essa distribuicdo reflete a
necessidade de alta conectividade para satisfazer a condicdo de Ore, ja que, para quaisquer
dois vértices ndo adjacentes, a soma dos graus deve ser pelo menos igual a 8. A
heterogeneidade observada na distribuicdo dos graus demonstra uma das vantagens da
condigao de Ore em relag&o a condigao de Dirac: enquanto a condigdo de Dirac exige que
todos os vértices tenham grau pelo menos n/2, a condigdo de Ore permite maior flexibilidade,
possibilitando que alguns vértices apresentem graus menores, desde que compensados por

outros de grau maior com os quais nao sejam adjacentes (Rahman; Kaykobad, 2005).

Nos experimentos realizados, todos os grafos que satisfizeram a condigdo de Ore
apresentaram ciclos hamiltonianos, identificados pelo algoritmo de busca exaustiva
implementado. Esse resultado empirico corrobora a validade tedrica do teorema e
demonstra sua aplicabilidade pratica em contextos computacionais. A identificacado
consistente de ciclos hamiltonianos sugere que a condicdo de Ore ndo apenas garante
teoricamente a existéncia desses ciclos, mas também proporciona uma estrutura
suficientemente robusta para sua detecgcdo algoritmica, com implicagdes para o
desenvolvimento de heuristicas em problemas de otimizagdo combinatéria (Applegate et al.,
2007).


https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
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A analise da complexidade computacional revelou que a verificagdo da condi¢cdo de Ore,
com custo quadratico O(n?), é eficiente mesmo para grafos maiores, sendo executada em
tempo desprezivel para os casos testados. Por outro lado, a busca exaustiva por ciclos
hamiltonianos, de complexidade fatorial O(n!), mostrou-se viavel apenas para grafos
relativamente pequenos. No caso de n = 8, o tempo de execugao variou entre milissegundos
e poucos segundos, dependendo da estrutura especifica do grafo e da ordem em que as
permutacgdes foram exploradas. Contudo, para grafos com mais de 10 vértices, as limitagcoes

dessa abordagem se tornam evidentes. A Figura 1 apresenta o grafo analisado.

Figura 1 - Grafo com ciclo Hamiltoniano

Grafo que satisfaz a condicao de Ore — ciclo Hamiltoniano destacado

Fonte: O autor.
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A representagcdo visual, implementada com a biblioteca NetworkX, ofereceu insights
relevantes sobre a estrutura dos grafos que satisfazem a condi¢ao de Ore. A alta densidade
de arestas observada reflete a natureza restritiva do teorema, que essencialmente forga forte
conectividade entre os vértices. O destaque visual dos ciclos hamiltonianos, através da
énfase nas arestas correspondentes, facilitou a interpretacdo da estrutura ciclica e confirmou

qgue os ciclos encontrados percorrem todos os vértices exatamente uma vez.

CONCLUSOES

Este estudo apresentou uma analise computacional da condigdo de Ore e sua relacdo com
a existéncia de ciclos hamiltonianos em grafos. Os resultados obtidos confirmam a validade
e eficacia do teorema de Ore como condi¢ao suficiente para hamiltonicidade, demonstrando
que todos os grafos gerados satisfazendo esta condigdo apresentaram ciclos hamiltonianos

verificaveis.

Para trabalhos futuros, sugere-se a extensdo desta analise para grafos de maior porte
através do desenvolvimento de algoritmos heuristicos para identificagdo de ciclos
hamiltonianos. Adicionalmente, seria valioso investigar a aplicagdo da condi¢ao de Ore em
grafos com estruturas especificas, como grafos planares, grafos bipartidos, e redes
complexas com propriedades topoldgicas particulares.

A integracao de técnicas de aprendizado de maquina para predicao de hamiltonicidade com
base em caracteristicas estruturais dos grafos representa outra diregdo promissora para
pesquisas futuras. Tais abordagens poderiam complementar os métodos tedricos

tradicionais, oferecendo ferramentas praticas para analise de grafos em larga escala.
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