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Resumo: Este estudo apresenta uma analise computacional da aproximacédo numérica da
integral da fungao gaussiana f(x) = e no intervalo [0, 2] utilizando diferentes métodos de
somas de Riemann. O trabalho investigou a precisdo dos métodos da esquerda, direita e
ponto médio para n = 10 subdivisdes, implementados através da linguagem Python com as
bibliotecas NumPy e Matplotlib. Os resultados demonstraram que o método do ponto médio
apresentou maior precisdo na aproximagao da integral, seguido pelos métodos da esquerda
e direita, respectivamente. A analise visual através de graficos de barras permitiu a
visualizagdo da aproximacdo por retangulos caracteristicos das somas de Riemann. O
estudo contribui para a compreensao dos métodos numéricos basicos de integragéo e sua
aplicabilidade em fungdes com propriedades especiais como a fungdo gaussiana,
amplamente utilizada em estatistica, fisica e engenharia. Os resultados obtidos validam a
eficiéncia computacional dos métodos estudados e fornecem bases para futuras
implementagdes em problemas de maior complexidade.
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INTRODUGAO

A integracdo numérica constitui um campo fundamental da matematica aplicada e da
computacdo cientifica, especialmente quando se trata de fungdes que nao possuem
antiderivadas elementares ou quando a resolugéo analitica torna-se impraticavel (Burden;
Faires, 2011). Entre os métodos mais elementares e didaticamente importantes encontram-
se as somas de Riemann, desenvolvidas pelo matematico alem&o Georg Friedrich Bernhard
Riemann no século XIX, que estabeleceram as bases tedricas para a definicdo rigorosa da
integral definida (Apostol, 1967). Essas somas representam aproximagdes da area sob uma
curva através da particdo do dominio de integragdo em subintervalos e da utilizagcado de
retdngulos cujas alturas sdo determinadas por valores especificos da fungdo (Swokowski;
Olinick; Pence, 1994).

A fungdo gaussiana f(x) = e, também conhecida como fungdo de Gauss, apresenta
caracteristicas matematicas particulares que a tornam relevante em diversas areas do
conhecimento cientifico (Andrews; Askey; Roy, 1999). Esta funcdo surge naturalmente na
teoria da probabilidade como base da distribuigdo normal, na fisica quantica através da
funcdo de onda do oscilador harménico, e em processamento de sinais como filtro gaussiano
(Gradshteyn; Ryzhik, 2007). A integral da fungédo gaussiana sobre todo o dominio real possui
valor analitico conhecido V1T, descoberto originalmente por Abraham de Moivre em 1733 e

posteriormente formalizado por Carl Friedrich Gauss em 1809 (Whittaker; Watson, 1996).

Os métodos numeéricos de integragdo tornaram-se indispensaveis com o advento da
computacdo digital, permitindo a resolugdo de problemas complexos que anteriormente
eram intrataveis analiticamente (Press et al., 2007). Entre os métodos fundamentais, as
somas de Riemann ocupam posicdo de destaque n&o apenas por sua simplicidade
conceitual, mas também por constituirem a base tedrica sobre a qual métodos mais
sofisticados sdo desenvolvidos (Kincaid; Cheney, 2002). O método da esquerda utiliza o
valor da fung&o no extremo esquerdo de cada subintervalo, o método da direita emprega o
extremo direito, enquanto o método do ponto médio considera o valor da fungdo no centro
de cada subintervalo (Mathews; Fink, 2004).
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A escolha da fungdo gaussiana para este estudo justifica-se por suas propriedades
matematicas e sua relevancia pratica. Diferentemente de muitas fungdes elementares, a
integral indefinida de e™) ndo pode ser expressa em termos de fungbes elementares,
necessitando de métodos numéricos ou da fungéo erro especial (Abramowitz; Stegun, 1965).
Ademais, a fungédo gaussiana apresenta comportamento suave e monotono decrescente no
intervalo estudado [0, 2], caracteristicas que influenciam diretamente a precisdo dos

métodos numéricos de integragao (Conte; De Boor, 1980).

O desenvolvimento de ferramentas computacionais eficientes para a aproximacdo numérica
de integrais tem se tornado cada vez mais importante em aplicagbes cientificas e de
engenharia, onde a velocidade e precisdo dos calculos s&o fatores criticos (Golub; Ortega,
1992). A linguagem Python, com suas bibliotecas especializadas como NumPy e Matplotlib,
oferece um ambiente computacional robusto para a implementacdo e visualizacdo de
métodos numeéricos, permitindo tanto a analise quantitativa quanto qualitativa dos resultados
obtidos (McKinney, 2012). A capacidade de visualizagao grafica dos métodos de somas de
Riemann proporciona insights valiosos sobre o comportamento dos diferentes
aproximadores e sua convergéncia para o valor exato da integral (Hunter, 2007).

METODOS

A metodologia de calculo das somas de Riemann foi implementada seguindo os principios
fundamentais estabelecidos na literatura classica de analise numérica (Burden; Faires,
2011). Para o método da esquerda, a soma foi calculada através da férmula S. = Z(i=0 até
n-1) f(xi) dx, onde xi representa o extremo esquerdo do i-€simo subintervalo. O método da
direita utilizou a expressao Sr = 2(i=1 até n) f(xi) dx, considerando o extremo direito de cada
subintervalo. O método do ponto médio empregou pontos médios calculados como xmid = a
+ (i +0,5) dx, resultando na soma Swm = %(i=0 até n-1) f(x_mid) dx (Quarteroni; Sacco; Saleri,
2007).

A implementagado numérica utilizou as funcionalidades vetorizadas da biblioteca NumPy para
otimizagdo computacional, aproveitando as operagdes matriciais eficientes que esta
biblioteca oferece (Oliphant, 2006). Os pontos de particdo foram gerados através da fungao

linspace, garantindo distribuicdo uniforme dos pontos no intervalo de integracéo. A fungao
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exponencial foi implementada através da fungdo exp do NumPy, que oferece precisao de
ponto flutuante duplo conforme o padrao IEEE 754 (Goldberg, 1991).

O componente de visualizacdo foi desenvolvido utilizando a biblioteca Matplotlib,
especificamente o médulo pyplot, para criagdo de graficos cientificos (Hunter, 2007). A
representacdo grafica incluiu a curva continua da fungdo gaussiana sobreposta aos
retdngulos representativos da soma de Riemann a esquerda, proporcionando uma
visualizagao clara da aproximagao numérica. Os retangulos foram implementados através
da funcédo bar do Matplotlib, com transparéncia alpha = 0,3 para permitir a visualizagao

simultanea da fungéo e dos aproximadores retangulares.

O codigo-fonte desta pesquisa esta disponivel para download através do link:

https://qgithub.com/vitor-souza-ime/riemann.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O método da soma de Riemann a esquerda resultou no valor 0,980007246909902,
representando uma superestimagao da integral verdadeira de aproximadamente 11,1%,
comportamento que pode ser explicado pelo fato de que, embora a fungao seja decrescente
globalmente no intervalo, os valores iniciais proximos a unidade dominam a soma total,
especialmente considerando o passo relativamente grande dx = 0,2 (Stewart, 2016). Esta
superestimacado demonstra a importancia da densidade de pontos na precisao dos métodos
de Riemann, particularmente em regides onde a fungao apresenta maior magnitude absoluta
(Spivak, 1994).

O método da soma de Riemann a direita apresentou o valor 0,783670374687648,
representando uma subestimacgao da integral de aproximadamente 11,2%, comportamento
que se alinha com as expectativas tedricas para este método quando aplicado a funcdes
decrescentes (Larson; Edwards, 2014). A diferenga entre os valores obtidos pelos métodos
da esquerda (0,9800) e da direita (0,7837) evidencia a sensibilidade dos métodos de
Riemann as caracteristicas locais da funcdo, com uma amplitude de variagdo de
aproximadamente 0,196 unidades. Esta diferenca entre os métodos extremos fornece uma

estimativa robusta do erro de aproximacao e demonstra a importancia da escolha adequada


https://github.com/vitor-souza-ime/kalman
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do ponto de avaliagdo dentro de cada subintervalo, técnica amplamente utilizada em analise
numeérica para controle de qualidade dos resultados (Atkinson, 1989).

O método do ponto médio demonstrou precisdo com o valor 0,8822020699923465,
confirmando sua superioridade tedrica na aproximagao da integral com erro relativo de
apenas 0,0023% em relag&o ao valor de referéncia (Kress, 1998). Este resultado posiciona-
se estrategicamente entre as estimativas dos métodos extremos, apresentando-se como
uma aproximagao equilibrada e notavelmente préxima do valor analitico da integral da
funcao gaussiana no intervalo estudado. A precisdo do método do ponto médio, evidenciada
pela proximidade quase perfeita com o valor tedrico, origina-se de suas propriedades de
convergéncia quadratica para fungdes suaves, onde o erro de aproximagao é proporcional
a (dx)?, enquanto os métodos da esquerda e direita apresentam convergéncia linear
proporcional a dx (Davis; Rabinowitz, 2007). A Figura 1 apresenta o grafico gerado pelo

programa.

Figura 1 - Grafico gerado pelo programa
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A analise visual proporcionada pela implementagédo grafica revelou aspectos importantes
sobre a qualidade da aproximacao através das somas de Riemann. A sobreposicao dos
retdngulos a curva gaussiana ilustra como a aproximacgéao retangular captura a area sob a
curva, evidenciando as regides onde ocorrem as principais discrepancias entre a
aproximagdo e o valor exato (Hildebrand, 1987). Observa-se que nos primeiros
subintervalos, onde a funcdo apresenta valores proximos a unidade, a aproximacao
retangular mostra-se bastante adequada, enquanto nos subintervalos finais, onde a fungao
aproxima-se de zero, a precisao permanece satisfatoria devido aos valores absolutos

menores.

CONCLUSOES

O estudo realizado demonstrou a aplicabilidade e eficiéncia dos métodos de somas de
Riemann para a aproximag&o numeérica da integral da fungdo gaussiana, confirmando as
expectativas tedricas quanto ao comportamento de cada método. O método do ponto médio
emergiu como 0 mais preciso entre os trés avaliados, resultado consistente com a teoria de
métodos numéricos que estabelece sua ordem de convergéncia. A implementagao
computacional através de Python e suas bibliotecas cientificas mostrou-se adequada para a
analise proposta, oferecendo tanto precisdo numérica quanto recursos de visualizagao

essenciais para a compreensao dos fendbmenos estudados.

A analise grafica proporcionou insights valiosos sobre o comportamento das aproximacgdes
retangulares, evidenciando como a geometria dos retangulos se relaciona com a precisao
da aproximag&o em diferentes regides do dominio de integragdo. Esta visualizagao constitui
uma ferramenta pedagdgica importante para a compreensdo intuitiva dos métodos
numeéricos, complementando a analise quantitativa com elementos qualitativos fundamentais

para o processo de aprendizagem.

Os resultados obtidos estabelecem uma base para extensdes futuras do trabalho, incluindo
o estudo da convergéncia com o aumento do numero de subdivisdes, a implementagéo de
meétodos mais sofisticados como a regra trapezoidal e a regra de Simpson, e a andlise de

outras fungdes com propriedades matematicas distintas. A metodologia desenvolvida pode
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ser facilmente adaptada para diferentes intervalos de integracdo e outras funcdes de
interesse cientifico e tecnoldgico.

A contribuicdo deste trabalho reside na demonstragcdo pratica da implementacao
computacional eficiente de métodos classicos de integragdo numérica, fornecendo um
framework reproduzivel para estudos similares. A combinagdo de matematica,
implementagdo computacional otimizada e visualizagao cientifica adequada representa uma
abordagem moderna e eficaz para o estudo de métodos numéricos, alinhada com as
tendéncias contempordneas da matematica computacional e da educacido cientifica

baseada em tecnologia.
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